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1 Introduction
Nous nous intéressons à l’ordonnancement de tâches sur un ensemble des machines qui

sont capables de changer dynamiquement leurs vitesses d’exécution et notre objectif est de
déterminer un ordonnancement qui garantit un certain niveau de Qualité de Service tout
en consommant le moins d’énergie possible. Dans ce contexte, l’ordonnanceur doit décider
pour chaque instant non seulement quelle tâche va être exécutée sur chaque machine, mais
également la vitesse de chaque machine. Plus grandes seront les vitesses des machines, plus
rapide sera l’exécution des tâches, mais plus grande sera la consommation d’énergie. Le calcul
de la consommation d’énergie d’une machine est basé sur le modèle proposé par Yao, Demers
et Shenker [4], connu comme le modèle de variation de vitesse, selon lequel la puissance de
la machine est une fonction convexe de sa vitesse P (s) = sα, où α > 1 est une constante
qui dépend de la machine. La vitesse de la machine est définie comme la quantité de travail
exécutée par unité de temps. L’énergie consommée peut être calculée en intégrant la puissance
au fil du temps. Ainsi, si la machine fonctionne avec une vitesse constante s durant un intervalle
de temps [t, t′], alors elle exécute une quantité de travail égale à (t′− t) · s et sa consommation
d’énergie est égale à (t′ − t) · sα.

Il existe un grand nombre de papiers étudiant les problèmes d’ordonnancement en tenant
compte de la consommation d’énergie [1]. Dans ce travail, nous proposons l’utilisation des flots
convexes et des couplages de poids minimum pour la résolution de trois problèmes d’ordon-
nancement de tâches dans le modèle de variation de vitesse.

2 Contributions
Le premier problème qui nous intéresse est le suivant : on se donne un ensemble des tâches

J = {J1, J2, . . . , Jn}, chacune caractérisée par une quantité de travail wj , une date de relâche-
ment rj et une date d’échéance dj et m machines à vitesse variable. On veut déterminer un
ordonnancement où toutes les tâches respectent leurs dates de relâchement et d’échéance mini-
misant l’énergie totale consommée. La préemption et la migration de tâches est autorisée, i.e.,
l’exécution d’une tâche peut être interrompue et continuée plus tard sur la même ou une autre
machine. Nous notons ce problème comme S|pmtn, rj , dj |E. Ce problème a été déjà résolu de
manière indépendante par Albers et al. [2] et Angel et al. [3]. Une propriété importante que
l’on utilise est que dans un ordonnancement optimal, chaque tâche s’exécute avec une vitesse
unique. Ces travaux proposent des algorithmes combinatoires basés sur le calcul des vitesses
de tâches en utilisant des calculs répétés des flots maximums sur des réseaux de transports ap-
propriés. L’ordonnancement optimal est ensuite calculé en résolvant le problème de faisabilité
P |pmtn, rj , dj |−. Les preuves d’optimalité sont basées sur plusieurs lemmes techniques. Ici,



nous montrons comment calculer les vitesses de tâches en utilisant le calcul d’un flot convexe
unique. Notre approche permet de simplifier largement la preuve d’optimalité.
Préliminaires. Pour formuler notre problème nous avons besoin de notations suivantes : Nous
considérons que le temps est partitionné dans des intervalles définis par les dates de relâchement
et les dates d’échéance de tâches. Ainsi, nous définissons les instants t0, t1, . . . , tk dans l’ordre
croissant, où ti correspond soit à une date de relâchement, soit à une date d’échéance, de telle
sorte à ce que chaque date de relâchement et chaque date d’échéance, correspond à un ti. Ainsi
nous définissons les intervalles Ii = [ti−1, ti], pour 1 ≤ i ≤ k, et nous notons par |Ii| la longueur
de Ii. Nous appelons une tâche Jj disponible à un intervalle donné Ii, si Ii ⊆ [rj , dj ]. Le nombre
de tâches disponibles dans un intervalle Ii sera noté A(Ii). Une propriété importante de tout
ordonnancement optimal est que la somme des durées d’exécution de toutes les tâches est égale
à

∑k
i=1 |Ii|min{|A(Ii)|,m}.

Formulation comme un flot convexe. Le réseau Ns (voir Figure 1) construit par notre
algorithme est le suivant. Nous introduisons un sommet source s, un sommet destination t, un
sommet pour chaque tâche Jj , 1 ≤ j ≤ n, et un sommet pour chaque intervalle Ii, 1 ≤ i ≤ k.
Pour chaque j, 1 ≤ j ≤ n, nous rajoutons un arc (s, Jj) et, pour chaque i, 1 ≤ i ≤ k, nous
rajoutons un arc (Ii, t). Si la tâche Jj , 1 ≤ j ≤ n, est disponible durant l’intervalle Ii, 1 ≤ i ≤ k,
nous introduisons un arc du sommet Jj au sommet Ii. Notons cu,v la capacité de l’arc (u, v) et
κu,v(fu,v) la fonction coût de l’arc (u, v), si une quantité de flot fu,v passe à travers l’ (u, v).
On définit que

cu,v =


+∞ si u = s et v = Jj
|Ii| si u = Jj et v = Ii,
m|Ii| si u = Ii et v = t

κu,v(fu,v) =


fu,v · P ( wj

fu,v
) si u = s et v = Jj

0 si u = Jj et v = Ii
0 si u = Ii et v = t
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FIG. 1 – Le réseau Ns pour le problème de minimisation d’énergie considéré et le problème classique
de faisabilité P |rj , dj , pmtn|−, respectivement.

En calculant un flot convexe de valeur
∑k
i=1 |Ii|min{|A(Ii)|,m} de coût minimum, on obtient

les vitesses de tâches minimisant l’énergie totale consommée.
Extensions. Cette approche peut être utilisée pour la résolution d’autres problèmes d’ordon-
nancement dans le modèle à variation de vitesse. Nous avons ainsi été capables de résoudre la
variante préemptive du problème “open-shop” en le formulant comme un flot convexe. Nous
avons également utilisé une approche similaire, basée sur le calcul d’un couplage de coût mi-
nimum, pour résoudre le problème d’ordonnancement sur plusieurs machines où l’objectif est
la minimisation de la somme pondérée de l’énergie consommé et de la somme de temps de
complétude des tâches.
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