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Préliminaires

Le probléme proposé ici traite d’une amélioration des arbres binaires de
recherche.

Question 0. Rappelez briévement le principe et cotit d’une recherche d’un
élément dans un ABR.

L’idée de base proposée ici est que si 'on connait combien de fois les
objets sont accédés, on peut construire un arbre optimal, c’est-d-dire, un
arbre ou le cotit moyen de recherche d’un élément est minimum.
Méme si I'on dispose seulement d’une estimation des cotits, les consultations
peuvent étre considérablement réduites en moyenne.

Par exemple, si 'on considére un ABR sur un dictionnaire de mots en
francais utilisé comme correcteur orthographique, on peut organiser ’arbre
en tenant compte de la fréquence d’apparition des mots dans un texte, en
plagant les mots usuels comme le ou un prés de la racine, et des mots plus
rares comme procrastination ou colophon preés des feuilles.

Exemple

A titre d’exemple, on considére 6 objets (indexés par i) dont les probabilités
d’apparition dans un texte (notées p;) sont respectivement :

p1 = 0.1,p3 = 0.15,p3 = 0.45,p4 = 0.05, p5s = 0.2 et pg = 0.05.

Les n objets sont associés a des clés distinctes k; triées (de sorte que
k1 < kg < ... < ky). Sil'on reprend 'exemple précédent avec n = 6, les deux
ABR de la figure ci-dessous sont possibles.

On suppose que le coiit de la recherche est déterminé par le nombre
de comparaisons effectuées. Par exemple pour l'arbre T1, le colit pour
rechercher 1'objet dont la clé est k3 est 1, le colit pour k4 est égal a 3,
etc.. Sans informations supplémentaires, on ne peut pas dire lequel de ces
deux arbres est le meilleur pour cette séquence de clés. Nous allons donc
utiliser les probabilités p;. Le cotit de la recherche de la clé k; dans T est
noté c(k;, T') et on définit ainsi le cotit moyen de recherche dans l’arbre T de
la fagon suivante :



(a) Tree Ty (b) Tree T>

o(T) =3 pi.cki,T)
Nous allons chercher & déterminer le meilleur ABR (celui qui minimise
le cotit moyen de la recherche). Nous le noterons A BRopt.

Question 1.
Calculez les cotits des arbres T1 et T2, quel est le meilleur ?

Analyse simple

Question 2.

Dans toute la suite, nous allons nous restreindre aux arbres dont tous
les sous-arbres sont constitués de clés consécutives (ce qui est le cas dans les
deux exemples précédents...). En d’autres termes, si T’ est un sous-arbre de
T, il contient des clés k;, kit1,...,k; pour 1 <i < j < n.

Montrez que si T est un ABRopt, alors, tout sous-arbre T’ est un ABRopt
pour les clés k;, ..., k;.

On note w; ; = an:ipm et ¢; j le cotit d'un ABRopt restreint aux clés

Kiyoons kj.

Question 3.
On considére un ABRopt de racine r (pour i < r < j), montrez que :

Cij = Cir—1 F Cr41,j + Wi

Question 4.
Donnez une relation de récurrence pour calculer ¢; ;.

Question 5.
Ecrivez un algorithme ComputeW pour calculer toutes les valeurs w; ; et
les stocker dans un tableau (que ’on notera W).



Evaluez son cott.

Question 6.
En supposant connu ’ABR, écrire 'algorithme récursif pour calculer le
cotit ¢, et calculer la complexité.

Divide and Conquer

Question 7.

Donner la formule pour résoudre un probléme récursif de taille n découpé
en 3 sous-problemes de tailles § avec un cotit de fusion des 3 problemes
linéaire. Evaluer sa complexité en appliquant le Master Theorem.

Que devient le cott si la fusion est quadratique 7



